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Sur les assemblages de lignes.
(Par M. Camille Jordan ä Paris.)
1. J^oient x, y, z, u, . . . des points en nombre quelconque; xy, xz,
yu, . . . des aretes droites ou courbes, mais non bifurquees, dont chacune joint
ensemble deux de ces points. Nous appellerons un semblable Systeme un
assemblage d'aretes, dont x, y, z, u,. . . sont les sommets. Un tel assemblage
peut etre represente symboliquement par la forme quadratique xy + xz+yu-{—,
dont les divers terrnes representent les diverses aretes de Tassemblage. Si
d'ailleurs a de ces aretes ont les memes extremites x9 y, la forme represen-
tative de l'assemblage contiendra a fois le terme xy.
Soient maintenant xy, xz, .. . ceux des termes de la forme quadratique
qui contiennent x; yu, . . . ceux qui ont une lettre commune avec quelqu'un
de ceux-lä; nv, . . . ceux qui ont une lettre commune avec les precedents,
etc. . . . II est clair que l'assemblage sera continu si l'ensemble de ces termes
xy, xz,. . ., yu,. . ., uv,. .. contient toutes les lettres: sinon, non. L'assem-
blage sera dit n+\ fois continu s'il est possible de couper n des aretes qui
le forment sans detruire sä continuite.
Deux assemblages A et Ä seront dits pareils, si peut etablir entre
leurs aretes et sommets une correspondance teile, qu'a chaque arete xy de
Tun des assemblages corresponde dans l'autre une arete xy' joignant ensemble
les sommets x, yr respectivement correspondants a et a y. Dans ce cas,
si axy+bxz-]— est la forme representative de A, axy'-\~bx'z'-}— sera
evidemment la forme representative de A'.
Un assemblage peut etre pareil a lui-meme sous divers points de vue.
Dans ce cas, A' se confondra avec A, et xf, y', z', . . . seront, a Tordre
pres, identiques a x, y, z, . ,. . De plus les deux formes axy -\-bxz-]— et
ax'y'-\-bxfz'-{—, representatives du meme reseau, seront necessairement iden-
tiques. Donc la Substitution qui remplace x, y, z, . . . par x', y', z', . . .
n'altere pas la forme axyjrbxz + ···· Reciproquement, soit S une Substitution
qui n'altere pas cette forme, et supposons qu'elle remplace respectivement x,
y, z, ... par x', y', z',. . .. Faisons correspondre aux sommets x, y, z,...
les sommets x', yf, z', .. .; aux a aretes qui joignent x et y les aretes ana-
logues qui joignent les sommets analogues x', y', ces dernieres arotes etant
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m = 3
prises dans un ordre quelconque; etc. . . . ; Fassemblage restera pareil a
lui-meme.
Vordre de symetrie de l'assemblage, c'est-a-dire le nombre de manieres
differentes dontil est pareil a lui-meme est donc egal a 1.2. . .a .1.2. . .6 . . . .2V,
N etant le nombre des substitutions telles que S.
2. P r o b l e m e . Quels sont les assemblages contimis, non pareils
entre eux, que ΐοη peut former avec m aretes? Quels sont le degre de con-
tinuite et la symetrie de chacun d'eux?
Le tableau ci-joint donne la solution de ce probleme pour m = 2, 3
ou 4. Chaque assemblage y est designe par s forme repr sentative. (On
construira aisement la figure geometrique correspondante.) En regard sont in-
diques son degre de continuite (en chiffres romains) et son ordre de symetrie
(en chiffres arabes).
m = 2 { ab + bc
ab-\~bc + cd
ab + bc + bd
ab + bc+ca
ab + bc+cd+de
ab-{- bc~\-cd-\-ce
ab + bc-i-bd+be
ab + bc+cd + bd
ab+bc+cd+da
2ab + bc+cd
»t
On etendrait sans peine ce tableau au cas ou m = 5, etc . . . . Mais
la complication croitrait assez vite. On obtient plus aisement des resultats
ayant quelque generalite, en laissant m indetermine, et examinant successivement
les assemblages a continuite simple, double, triple, etc. . . .
3. A s s e m b l a g e s a c o n t i n u i t e s imple . Soit χ un sommet quel-
conque de Fassemblage. On peut distinguer dans l'assemblage diverses branches,
formees chacune par Time des aretes xy^ xy^ ... qui aboutissent au sommet χ et
par l'ensemble des aretes qui se rattachent a χ par l'intermediaire de celle-l .
Soient pi, p2, . . . les nombres d'aretes respectivement contenues dans ces
diverses branches; q le plus grand de ces nombres. L'assemblage contiendra un
sommet pour lequel ί<·?Γ9 ou deux sommets, situes aux deux extremites
m — 4
Ι; 2
Ι; 2
Ι; 6
2ab
2ab + bc
Sah
II; 6
ΐ; 2
Ι; 2
Ι; 24
II; 2
II; 8
II; 2
2ab + bc + bd
2ab + bc + ad
2ab + bc + ca
2ab -\-2bc
Sah -f- bc
4ab
II; 4
II; 2
III; 12
II; 4
II; 4
III; 4
III; 8
III; 6
IV; 48.
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de la meme arete et pour lesquels q = — ^  — Pour tous les antres sommets
de rassemblage, q sera > — i —
Supposons en effet que χ soit choisi de teile sorte que q atteigne son
minimum, et soit pour fixer les idees ql = q. Soient xy^ x'y^ xffy^ . . . les
aretes qui aboutissent au sommet y^ r, r', r", ... les nombres respectifs
d'aretes qui se rattachent a yl par Tintermediaire de ces aretes: on aura evi-
demment r~m— q+i, r'-\-r"-] — — q— 1. Donc q^^~^ — , sans quoi on
aurait a la fois r, r , r", . . . < q, contrairement a l'hypothese.
Cela pose, soit d'abord q <C -^ΐ — Soient u un sommet quelconque
autre que x; xyp, . . . , zu les aretes successives, en nombre k, par lesquelles
il se rattache a x. Le nombre des aretes qui se rattachent a u par iinter-
mediaire de Tarete zu est evidemment egal ou superieur a Η-\-νη~ρμ;> nombre
superieur a — ~ — , k etant au moins egal a l et ρμ au plus egal a q.
Si q~ — ~ — la meme demonstration s'applique, a moins que Γόη
n'ait a la fois k = l et pμ = q = -^-~ — , d'o ^=1, auquel cas le sommet
u se reduit a yl .
On peut appeler centre de Tassemblage le sommet ou l'arete remarquable
dont nous venons d'etablir Texistence. II est clair que ce centre se corres-
pond a lui-meme sous tous les aspects relativement auxquels Tassemblage serait
pareil a lui-meme.
Considerons maintenant un assemblage quelconque: admettons, pour fixer
les idees, que son centre soit un sommet, et que les branches issues de ce
point se repartissent ainsi: 1° k branches formees de n aretes, parmi lesquelles
il en existe k{ pareilles entre elles (c'est a dire ou les aretes soient assemblees
dans le meme ordre) ; puis k2 pareilles entre elles et differentes des precedentes;
etc. 2° k' branches formees de ri aretes, parmi lesquelles il en existe k}
pareilles entre elles, puis k'2 pareilles entre elles et differentes des precedentes,
etc. . . . 3° etc. . . . Supposons en outre que parmi les nombres kL, #2, · « ·
il y en ait aL egaux entre eux, puis αΊ egaux entre eux mais differents des
precedents, etc. . . .; que parmi les nombres *',, fti, . . . ii y en ait a't egaux
entre eux, puis a'2 egaux entre eux et differents des precedents, etc ..... Soient
d le nombre des quantites aM #2, . . . , df le nombre des quantites a», ai, . . .
etc ..... Soit enfin Bn le nombre de manieres differentes dont on peut con-
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stituer une branche avec n lignes. II est clair que le nombre des assemblages
differents correspondants aux valeurs donnees de n, k,
 n A29 · · · } n'9 kr, k'L,
k'2, . . . sera
ΒΛ. (βη,~ 1) . . . (B*- δ' + i)
•' l.2...ai.t.2...a1t..A.2...at ' l .2... a',, l .2. ..<... 1.2... a^ "
et Γόη aura le nombre total des assemblages formes avec m aretes en sommant
les expressions relatives a tous les systemes de valeurs de ces quantites qui
satisfont aux relations
(2.) ftn + AW+— =»t,
 1 + ^2 + ···-^ *; + *£+··· = *', · - ·
/o \ m + i
 f(3.) — ^ — > n > i»f . . .
dont la derniere exprime que χ est le centre de l'assemblage.
L'ordre de symetrie de chacun des assemblages ainsi obtenus sera
evidemment egal a
(4.) 1.2...*1Sf.l.2..^S^...1.2...MS;*U.2... iS 2 / *» . . .
S19 S2? · · · ·> S|, $2, · · · etant les ordres de symetrie respectifs des diverses
sortes de branches qu'il contient.
II reste a determiner Bn, SL, et les quantites analogues. Remarquons
pour cela qu'une branche formee de n aretes se compose 1° d'une premiere
arete xy, 2° d'autres aretes en nombre ^—1, formant ensemble un assemblage
dont y est un sommet: Bn est evidemment egal au nombre de manieres de
construire cet assemblage, et St a son ordre de symetrie. On obtiendra donc
ces deux nombres par des formules analogues a celles ci-dessus, o m serait
remplace par n— 1. La sommation doit d'ailleurs etre etendue a toutes les
valeurs des variables qui satisfont aux relations analogues a (2.), car le point
y pouvant etre un sommet quelconque du nouvei assemblage, on n'a ici aucune
relation analogue a (3.).
Le cas des assemblages a ardte centrale se traiterait non moins facilement.
4. Soit A un assemblage quelconque a continuite simple. Parmi les
aretes qui le forment, il en existe necessairement qui ne se rattachent au reste
de l'assemblage que par une de leurs extremites, Tautre restant libre. Sup-
primons-les toutes a la fois; supprimons de m me dans Tassemblage restant
A toutes les aretes qui ont une extremite libre; et repetons cette Operation
jusqu'au moment o on ne peut plus la repeter sans faire disparaitre toutes
les aretes restantes. Deux cas pourront alors se presenter:
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1°. II ne reste plus qu'une ar&e.
2°. II reste plusieurs aretes, ayant toutes une extremite libre. Leurs
autres extremites concourent evidemment en im meme somraet.
Voila donc une nouvelle maniere de discerner dans l'assemblage une
arete ou sommet remarquable, jouissant de proprietes a lui speciales, et dont
la position dans l'assemblage peut etre consideree a certains egards comme
centrale. Nous lui donnerons le nom de centre de seconde espece.
5. On peut determiner encore comme il suit deux autres sommets ou
aretes remarquables:
Nous distinguerons dans A trois sortes de sommets: 1° les sommets
ordinaires, oü aboutissent deux aretes, 2° les sommets terminaux, oü il n'en
aboutit qu'une, 3° ceux de branchement, oü il en aboutit plus de deux. Cela
pose, l'assemblage peut evidemment etre divise en sections, limitees a des
sommets terminaux ou de branchement. Chacune de ces sections sera d'ailleurs
formee d'une seule arete, ou d'aretes successives se joignant en des sommets
ordinaires.
Ces diverses sections, considerees chacune comme un seul tout, forment
un assemblage, oü peut determiner par les methodes precedentes deux
centres, dont chacun correspondra a lui-meme sous tous les aspects pour les-
quels A est pareil a lui-meme. Le centre considere peut etre un sommet,
ou une section. Dans le second cas, suivant que la section sera composee d'un
nombre pair ou impair d'aretes, son milieu sera un sommet ou une arote re-
marquable, lequel sera evidemment homologue a lui-meme sous tous les aspects
pour lesquels A est pareil a lui-meme.
6. A s s e m b l a g e s a c o n t i n u i t e double . Operons comme au No.4.
tant qu'il restera dans l'assemblage des aretes ayant une extremite libre. Les
lignes restantes formeront un contour ferme, toujours homologue a lui-meme.
Cette observation faite, on posera sans peine, comme au No. 3., les formules
qui donnent la solution du probleme.
7. A s s e m b l a g e s a c o n t i n u i t e t r iple . Operons comme au No. 4.
Les aretes restantes formeront un Systeme Ar, triplement continu. On y pourra
donc determiner des aretes formant un contour ferme C. Coupons l'une de
ces aretes: il restera un assemblage a continuite double, sur lequel on pourra
repeter les operations du No. 4. jusqu'a ce qu'il ne reste plus qu'un contour
ferme D. Deux cas seront ici a distinguer.
Brought to you by | University of Arizona
Authenticated
Download Date | 6/4/15 10:55 AM
190 Jordan, sur les assemblages de lignes.
1°. Si C et D n'ont aucune arete commune, A' sera forme de ces
deux conlours et d'une ligne de jonction L, generalement polygonale, mais
qui pourra, dans certains cas particuliers, se reduire a une seule arete, ou
meme ä un point. Le milieu de L sera un centre de l'assemblage.
2°. Si les contours C et D ont une portion commune, cette portion
et les deux autres portions non communes forment un Systeme de trois lignes
ayant leurs extremites en deux memes points, p, p', qu'on pourra appeler les
pöles de assemblage: et il est clair que le Systeme forme par ces deux points
sera constamment homologue a lui-meme.
8. On continuera de meme pour les assemblages a continuite quadruple,
etc. . . . Mais voici un resultat relatif aux assemblages quelconques.
Soient A un assemblage, S Tun de ses sommets. Partageons les aretes
qui aboutissent en S en deux categories; puis supposons qu'on disjoigne les
aretes de la premiere categorie de celles de la seconde, sans rompre la liaison
existaiite entre les aretes d'une meme categorie. On peut appeler cette Ope-
ration une scission. Et un assemblage sera compose ou primitif, suivant qu'on
pourra ou non detruire sä continuite par une scission.
Cela pose, il est clair que tout assemblage compose pourra etre fractionne
par une suite de scissions convenables en assemblages partiels qui seront pri-
mitifs; et ces fragments elant supposes ressoudes entre eux, on voit aisement
par des raisonnements analogues a ceux des No. 3, 4, 5, qu'il existe quatre
manieres differentes de determiner dans Fassemblage un sommet ou fragment
central, constamment homologue ä lui-meme.
Le probleme de la symetrie des assemblages se trouve ainsi ramene
au cas des assemblages primitifs.
Paris, 1869.
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